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INTRODUCTION . , 

1 

~ ~ ~ l ~ ~ i ~  o f  t h e  s t a b i l i t y  a n d  d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  o f  a  l a u n c h  
1 .  : resul t ing f r o m  a t m o s p h e r i c  d i s t u r b a n c e s  i s  a  v e r y  c o m p l e x  p r o b l e m .  d e t e r m i n e  t he  ' 

I : d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  v e h i c l e  r e q u i r e s  a n  a d e q u a t e  desc r ip t ion  the wind 
' f i e l d ,  v e h i c l e  d y n a m i c s  and  c o n t r o l  system. The e s s e n t i a l s  o f  s u c h  a 
i 
jmethods of analysis, wind  f i e l d  s p e c i f i c a t i o n  a n d  r e p r e s e n t a t i v e  v e h i c l e  
,parameters  for  e v a l u a t i o n ,  a r e  o f  e q u a l  i m p o r t a n c e .  T h i s  P a p e r  i s  the 

i : m a t h e m a t i c a l  f o u n d a t i o n s  o f  t h e  v e h i c l e  m o d e l  and  m e t h o d  o f  a n a l y s i s .  
i 

f I u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  we h a v e  a n  e x a c t  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n  f o r  t h e  v e h i c l e ,  

' 

2 ' t h e  n o n l i n e a r  s y s t e m  o f c o m p l e t e  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s  i s  d e r i v e d .  T h e  v e h i c l e  - 
I :. ' t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  a r e  p e r t u r b e d  t o  o b t a i n  t h e  s m a l l  d e v i a t i o n s  o f  t h e  v e h i c l e f r o m  , 

. - i 
I. a  r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  a s  a  s y s t e m  of l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  t i m e  v a r y i n g  

i i 
. . i c o e f f i c i e n t s .   he s y s t e m  i s  e x p r e s s e d  i n  v e c t o r - m a t r i x  f o r m  a n d  s o l v e d  by a n  a l g o r i t h m '  

-f 

: \ b a s e d  o n  e x t e n d e d  c o n t i n u a t i o n ,  T h e  method i s  shown t o  b e  e f f i c i e n t  f o r  n u m e r i c a l  
j c o n p u t a t i o n  and  t h e  f o r m  of  s o l u t i o n  p r o v i d e s  p h y s i c a l  i n s i g h t  i n t o  t h e  e v o l u t i o n a r y  f 

c h a r a c t e r  of t h e  r e s p o n s e  p r o c e s s .  

! , r e s p o n s e  t o  a  s y n t h e t  
~ - ! b u i l d - u p  r a t e  and  s u p  
"L ! . , . -~ , ,  .. > - < . A : -  ~ ' .  ..~ . ~ .. 
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I 

I C o v e r n i n p  E q u a t i o n s  o f  a  L a u n c h  V e h i c l e  
I 
I A l t h o u g h  t h  
; v e h i c l e  a r e  u s u a  ' t h e  b o o s t  t r a j e c  
j d e t e r m i n e  " l o c a l  
! T h i s  d i c h o t o m y  r e s u l t s  f r o m  t h e  e v o l u t i o n a r y  o r d e r  i n v o l v e d  i n  t h e  d e s i g n  of  a l a u n c h  
' v e h i c l e .  I n  p r a c t i c e ,  a  l a u n c h  v e h i c l e  i s  r e g a r d e d  f i r s t  a s  a  p o i n t  mass  o r  r i g i d  
/ b o d y  w i t h  c e r t a i n  s p e c i f i c  a n d  u n d e t e r m i n e d  c h a r a c t e r i s t i c s .  The  u n d e t e r m i n e d  
' c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  t h e n  e s t a b l i s h e d  by d e t a i l e d  t r a j e c t o r y  c o m p u t a t i o n s  t h a t  f i t  t h e  
! v e h i c l e  t o  t h e  d e s i r e d  m i s s i o n .  Such c a l c u l a t i o n s  a r e  s o m e t i m e s  p e r f o r m e d  w i t h  t h e  j c o n ~ l e t e  n o n l i n e a r  r i g i d  b o d y  a n d  c o n t r o l  e n u a t i o n s .  On t h e  I o t h e r  h a n d ,  i t  f r e q u e n t l y  

h a p p e n s  t h a t '  n o t  a l l  of t h e  i d e a l  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  a r e  u s e d ,  and  o f t e n  d i f f e r e n t  
j s y s t e m s  a r e  e m p l o y e d ,  t h e  p a r t i c u l a r  s y s t e m  b e i n g  d e t e r m i n e d  by t h e  t y p e  a n d  n a t u r e  o f  

1; ' ~ r o b l e m  t o  b e  s o l v e d  b y  t h e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s .  E x c e p t  w i t h  v e r y  s p e c i a l c o n f i g -  
C '  j u r a t i o n s  o r  t y p e s  o f  m o t i o n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h i c h  d e s c r i b e  t h e  d e v i a t i o n  o f  

' t h e  dynamic  s t a t e  of  t h e  v e h i c l e  f r o m  t h a t  d e s c r i b e d  by t h e ' r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  
i s o l u t i o n  a r e  n o n l i n e a r  and  do n o t  a d m i t  e x a c t  s o l u t i o n .  
1 Assume t h a t  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  o f  t h e  l a u n c h  v e h i c l e  h a v e  b e e n  w r i t t e n  a s  a ' s y s t e m  of  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( i . e . ,  a n y  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  hav :  
; b e e n  r e d u c e d  t o  a  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d " i f f e r e n t i a 1  e q u a t i o n s  b y  t h e  u s e  o f  a p p r o p r i a t e  
! s y s t e m s  o f  o r t h o g o n a l  f u n c t i o n s )  and  t h a t  t h e s e  h a v e  b e e n  r e d u c e d  t o  a n  e q u i v a l e n t  ' s y s t e m  o f  f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n s .  D e n o t e  b y  X ( t )  t h e  N 1 - e l e m e n t  co lumn m a t r i x  o f  dynamib  

. 

i 

' v a r i a b l e s  t h a t  a r e  u s e d  i n t h e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s ,  a n d  b y  Y ( t )  t h e  N2-e lemen t  
I 

1 co lumn m a t r i x  of  d y n a m i c  v a r i a b l e s  t h a t  a r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s  
i ( i . e . ,  t h e  e l e m e n t s  of  X ( t )  a r e  t h e  d y n a m i c  v a r i a b l e s  o f . t h e  f i r s t  c l a s s ,  a n d  t h e  
i 

e l e m e n t s  o f  ~ ( t )  a r e  t h o s e  of  t h e  s e c o n d  c l a s s ) .  A c c o r d i n g l y , .  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  o f  

! 
i d y n a m i c  v a r i a b l e s  o f  a  l a u n c h  v e h i c l e  i s  e i v e n  b y  t h e  N-e lemen t  co lumn m a t r i x  

. .~ , , .  337 . ~ ~. . . - .  .<' ~ . - '  - , , 
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T h u s ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  o f  t h e  l a u n c h  v e h i c l e  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
. , 

~~ ~ 

f  ( t )  
( 1 )  

i n  w h i c h  F ( x ( ~ ) ,  ~ ( t ) ,  t ) ,  G ( x ( ~ ) ,  ~ ( t ) ,  t ) ,  f ( t ) ,  g ' ( t )  a r e  known m a t r i x  f u n c t i o n s  of 
t h e i r  i n d i c a t e d  a r g u m e n t s .  

, . .  
D e n o t e  by ~ * ( t )  a  known, e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s .  I d e a l l y ,  t h e  ~ ~ 

, .... ~. . , 
~ .. . . ..... . , ~  
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t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  ~ ~ o u l d  b e  o b t a i n e d  f r o m  ( 1 )  b y  t a k i n p  t h e  f i r s t  N1 e q u a t i o n s  a n d  
s e t t i n g  Y ( t )  = 0 .  I n  p r a c t i c e ,  i t  f r e q u e n t l y  h a p o e n s  t h a t  n o t  a l l  o f  t h e  i d e a l  

I t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  a r e  u s e d .  To a c c o u n t  f o r  s u c h  a  p o s s i b i l i t y ,  a s s u m e  t h a t  t h e  1 t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  a r e  g i v e n  b y  

! a r e  s m a l l .  A c c o r d i n g l y ,  v e  s e e k  s o l u t i o n s  t o  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  ( 1 )  i n  t h e  f o r m  1 

d  * * * - X ( t )  - E(X ( t ) ,  t )  + f ( t )  
d  t ( 2 )  

w h e r e  * * 
F ( x * ( t ) ,  0 ,  t )  - E(X ( t ) ,  t )  + K(X ( t ) ,  t )  

, 

' t a k e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  i n t o  t h e  o r i g i n .  Hence  x ( t )  a n d  y ( t )  
!may b e  c o n s i d e r e d  a s  c o m p o n e n t s  o f  a  p o s i t i o n  v e c t o r  i n  a n  N - d i m e n s i o n a l  s p a c e  t h a t  
I 

s t a r t s  a t  t h e  o r i g i n  and  e x t e n d s  t o  t h e  p o i n t  w i t h  c o o r d i n a t e s  ( x  ( t ) ,  y i ( t ) .  

I i T o  o b t a i n  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  f o r  x ( t )  a n d  y ( t ) ,  s u b s t i t u t e  ( 4 )  i n t o  ( I ) ,  

* 
f ( t )  = f ( t )  + k ( t )  ( 3 )  - 

* 
The N1-column m a t r i c e s  K(X ( t ) ,  t ) ,  k ( t )  r e p r e s e n t  t h o s e  t e r m s  i n  t h e  c o m p l e t e  r i g i d  
body  e q u a t i o n s  a n d  e x t e r n a l  e x c i t a t i o n s  t h a t  a r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  t r a j e c t o r y  a n a l y s i  
S i n c e  X * ( t )  i s  a s s u m e d  t o  b e  a  known, e x a c t  s o l u t i o n  t o  t h e  r e f e r e n c e  e q u a t i o n s  ( 2 ) ,  we 
e x p e c t  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e s  

i 
,. * a n d  

. . 
I Y ( t )  = 0 + y ( t )  

k 4 ) ~  - : i 

! I n  p a s s i n g ,  we s h o u l d  p o i n t  o u t  t h r e e  o b v i o u s  r e a s o n s  f o r  s e e k i n g  s o l u t i o n s  i n  t h e  
f o r m  ( 4 ) .  F i r s t ,  a n y  a n d  a l l  n o n l i n e a r i t i e s  t h a t  o c c u r  i n  t h e  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  ( 2 )  
w i l l  b e  s u b t r a c t e d  o u t  o f  t h e  l i n e a r  m o t i o n  o f  d e v i a t i o n  s y s t e m  o b t a i n e d  f r o m  s u b s t i t u t  
i n g  (4 )  i n t o  ( 1 )  a n d  e x p a n d i n g  a b o u t  t h e  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n .  S e c o n d ,  s i n c e  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  e l e m e n t s  of t h e  co lumn m a t r i c e s  x ( t ) ,  y ( t )  m e a s u r e  t h e  d e v i a t i o n  b e t w e e n  s o l u t i o  s 
o f  t h e  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  and  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  of  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  ( I ) ,  t h e y  ' 

u s i n g  ( 2 )  a n d  ( 3 ) .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  t h e  " c o m p l e t e  e q u a t i o n s  o f  d i s t u r b e d  mot ion; ,  
i n  t h a t  x ( t ) ,  y ( t )  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  as  p e r t u r b a t i o n s  of t h e  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n  X ( t )  
a r i s i n g  when t h e  c o m p l e t e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  ( i . e . ,  t h e  p e r t u r b a t i o n s  t h a t  
a r i s e  f r o m  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  d y n a m i c  v a r i a b l e s  o f  t h e  s e c o n d  c l a s s  a n d  t h e i r  i n t e r -  
a c t i o n  w i t h  t h o s e  of  t h e  f i r s t  c l a s s  t h a t  a r e  u s e d  i n  t h e  t r a j e c t o r y  c a l c u l a t i o n s ) .  

The d i s t u r b e d  e q u a t i o n s  ( 6 )  a r e ,  i n  E e n e r a l ,  n o n l i n e a r .  We r e q u i r e  t h e  l i n e a r  
f o r m  o f  t h e s e  e q u a t i o n s .  E x p a n d i n g  ~ ( ~ * + x , y , t ) ,  G ( X * + X , ~ ,  t )  a b o u t  

g i v e  a  d i r e c t  i n d i c a t i o n  o f  s t a b i l i t y  ( i n  t h e  s e n s e  of  L i a p o u n o v )  o f  t h ' e . l a u n c h  v e h i c l e  
a b o u t  i t s  r i g i d  b o d y  t r a j e c t o r y .  T h e s e  co lumn m a t r i c e s  a l s o  p r o v i d e  a  d i r e c t  means  o f  
d e t e r m i n i n g  t h e  d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  s t r u c t u r e ,  f o r  i f  a ( t )  a n d  b ( t )  a r e  t h e  
co lumn m a t r i c e s  g i v i n g  t h e  d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  of  t h e  s t r u c t u r e  a t  a  p a r t i c u l a r  
p o i n t  on t h e  v e h i c l e  f o r  u n i t  v a l u e s . o f  t h e  v a r i a b l e s  X ( t )  a n d  Y ( t ) ,  r e s p e C t i v e l y , t h e n  
t h e  t o t a l  l o a d  e n v i r o n m e n t  a t  t h a t  p o i n t ' i s  

, . . . . ~ . .  
m J "7 
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s u b s t i t u t i n g  t h e  r e s u l t s  i n t o  s y s t e m  (6), and  u s i n g  ( 3 )  we g e t ,  a f t e r  d i s c a r d i n g  h i g h e r  
I o r d e r  t e r m s  i n  x ( t ) ,  y ( t ) ,  

. . . ~ 

.~ ~ ~ ~ 

. ~~ 

. . . . .  
d  - z ( t r  - A ( ; )  z ( t )  + w i t ) .  

d  t ( 7 )  
. .  . . . 

K ( x * , ~ )  + k ( t  

G(X , O , t )  + g ( t  

. . X- X 
. . 

X-X 
, , .  . . ~  

x-X 
Y-0 Y-0 

...... ,~ ~ 

Y-0 

~.. . ~ 
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I ! ~ h e s e  a r e  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  b u t  w i t h  v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t s ,  b e c a u s e  t h e  m a t r i c e  A ,..., 
! * 
a r e  f u n c t i o n s  of  X ( t ) ,  o f  w h i c h  t h e  e l e m e n t s  a r e  known f u n c t i o n s  of  t i m e .  Qx 1 

I n  m o s t  a p p l i c a t i o n s ,  t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  s m a l l  m o t i o n  o f  d e v i a t i o n  ( 7 )  a r e  ; 
d e r i v e d  d i r e c t l y  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  o f  t h e  l a u n c h  v e h i c l e  ( 1 ) ;  
a n d  s u b s e q u e n t  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  c o m p l e t e  e q u a t i o n s  o f  d i s t u r b e d  m o t i o n  ( 6 ) .  T h i s  i s  

I u s u a l l y  a c c o m p l i s h e d  b y  m a k i n e  c e f t a i n  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s .  Such a p r o c e ~ d u r e  i s  
v a l i d  o n l y  i f  t h e  s y s t e m s  ( 6 )  and  ( 7 )  e x h i b i t  t h e  same b e h a v i o r :  ie., i f  t h e  s o l u t i o n s  
t o  t h e  l i n e a r  s y s t e m  ( 7 )  and  t h 6  c o r r e s p o n d i n g  s o l u t i o n s  t o  t h e  c o m p l e t e  v a r i a t i o n a l  I 

e q u a t i o n s  of  d i s t u r b e d  m o t i o n  ( 6 )  d i f f e r  by a  s m a l l  amoun t .  An a c c e p t a b l e  m e a s u r e  1 
o f  s m a l l n e s s  h a s  b e e n  e s t a b l i s h e d  e l s e w h e r e ,  a n d  w i l l  n o t  b e  r e p e a t e d  h e r e .  1 

I 
F r e q u e n t l y ,  a n o t h e r  me thod  o f  a n a l y s i s  o f  a  l a u n c h  v e h i c l e  i s  t o  u s e  s y s t e m  ( 7 1 ,  . 

! w h e r e  A c t )  i s  e v a l u a t e d  f o r  a  f i x e d  v a l u e  o f  t , : a n d  h e l d  c o n s t a n t  d u r i n g  t h e  s o l u t i o n  
o f  t h e  s y s t e m  f o r  a  c e r t a i n  d u r a t i o n  o f  t i m e :  t h i s  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  f o r  o t h e r  
v a l u e s  o f  t .  I f  t h e  r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t  t h e r e  i s  a n  a d e q u a t e  m a r g i n  o f  s t a b i l i t y  a n d :  
t h a t  t h e  d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  i s  w i t h i n  a c c e p t a b l e  l i m i t s ,  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  
d e s i g n  i s  a d e q u a t e .  S i m i l a r l y ,  s u c h  a  p r o c e d u r e  i s  v a l i d  o n l y  i f  t h e  s o l u t i o n s  of  
s y s t e m  ( 7 )  a n d  t h e  s o i u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o b t a i n e d  f r o m  ( 7 )  b y  h o l d i n g  t h e  m a t r i x  A ( t )  
, c o n s t a n t ,  e x h i b i t  t h e  same b e h a v i o r .  I n  a n y  e v e n t ,  t h e  l o c a l  d y n a m i c  s t a t e  o f  a  v e h i c l e  
i s  d e s c r i b e d  b y  a s y s t e m  o f  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  An a l g o r i t h m  f o r  t h e  
s o l u t i o n  o f  s u c h  a  s y s t e m  i s  d e r i v e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n .  i 

~. 

A l g o r i t h m  f o r  S o l u t i o n  o f  t h e  L i n e a r  P e r t u r b a t i o n  E q u a t i o n s  I 
4 

S e v e r a l  m e t h o d s  may b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  v e h i c l e  r e s p o n s e  t o  a t m o s p h e r i c  ! 

d i s t u r b a n c e s .  T h e s e  i n c l u d e  n u n i e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  c o m p l e t e  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  
b y  u s e  o f  a  d i g i t a l  c o m p u t e r ,  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  by u s e  o f  a n  ! 

a n a l o g  c o m p u t e r  a n d  g e n e r a l i z e d  h a r m o n i c  a n a l y s i s  u s i n g  t h e  s p e c t r a  o f  t u r b u l e n c e ,  o r  
a  c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d s .  A ' d i g i t a l  s i m u l a t i o n  o f f e r s  a  h i e h  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  j 
a n d  s o p h i s t i c a t i o n ,  b u t  t h e  amount  of  t i m e  r e q u i r e d  f o r  o n e  t r a j e c t o r y  s i m u l a t i o n  i s  
e x c e s s i v e  a n d  t h e r e f o r e  e c o n o m i c a l l v  u n d e s i r a b l e .  A h i p h  s n e e d  a n a l o r  s i m u l a t i o n  

. . ~ ~~ ~. 
. . ,  

A = . -. ~ 

G~ x=x* . . .. . , , , . . .. , . . 
Y=O . . ~ ~ 

.. ~ , .  . . 
. ~ . . , . , . . . . .. 

~~ . . .. . 

,~. ~. .v i 
/ a f f o r d s  a  means  o f  e v a l u a t i n g  t h e  veh ic1ee res - , e  t p  m w  i n d i v i d u a l  d e t a . i l e d  wind  

....,, -. .. . ---?-"II . - . ~. - ~ ~. .< . . ___ - ___ _._I 

. . .-,^.7-- ~ 

I -  .... ~ . .  ."<. , ', . ..- . . .. . .  ~ . ~ 

.,.<. ~ .~ .- . ~.; .;I .. 1 
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/ p r o f i l e s .  However ,  c i o m ~ u i e r  l ' i n ? i t a t i o n s  a f f e c t  t h e  a c c u r a c v  a n d  c u r t a i l  ' t h e  c b m D l e x i t v  

, 
~ . .  

s y s t e m  ( 7 )  i s  t h e  l i n e a r  e q u a t i o n  o f  d e v i a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s y s t e m s  ( 1 )  a n d  ( 2 1 . 1 ~  ' 

" I i n  w h i c h  t h e  f u n d a m e n t a l  n p r m a l  m a t r i x  H a n d  i t s  i n v e r s e  s a t i s f y  

. .. ~ 

... . 

. 

.. . . . 

. .  .. 

d H - = A ( t ) H  
- d 11-I 

. d t  d  t = H - " A ( ~ )  
a n d  

R ( t o , t o )  = I ~ - l ( t ~ , t ~ )  = I 

o f  t h e  a n a l y s i s ,  n e c e s s i t a t i n g  c o r r e l a t i o n  w i t h  t h e  d i g i t a l - s i m u l a t i o n .  
T h a t  some o f  t h e s e  d i f f i c u l t i e s  c a n  b e  o b v i a t e d ,  w a s  shown a b o v e .  With  t h e  

! r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  known,  i t  was shown t h a t  t h e  d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  c o n s i s t e d  
! o f  two  p a r t s ;  o n e  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  a n d  t h e  o t h e r  f r o m  t h e  s m a l l  ; 

d e v i a t i o n  f r o m  t h a t  s t a t e .  Thus  t o  o b t a i n  t h e  l o c a l  d y n a m i c  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  v e h i c l e ,  
i t  s i m p l y  becomes  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  t h e  l i n e a r  s y s t e m  ( 7 ) .  I An a l g o r i t h m  f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m  ( 7 )  i s  n e x t  d e r i v e d .  The  r e s u l t i n g  f o r m  . 
o f  s o l u t i o n  a p p e a r s  h i g h l y  e f f i c i e n t  f o r  d i g i t a l  c o m p u t a t i o n  a n d  e x h i b i t s  d e s i r a b l e  i 

! f e a t u r e s  o f  p r e s e n t  d i g i t a l  and  a n a l o g  m e t h o d s .  The a p p r o a c h  i s  l e s s  t i m e  c o n s u m i n g  
t h a n  d i r e c t  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  and  s t i l l  p e r m i t s  p a r a m e t r i c  e v a l u a t i o n  of  a  g i v e n  I t i m e  r e g i m e  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h e  e n t i r e  f l i g h t  t i m e  h i s t o r y .  T h e  f o r m  o f  s o l u t i o n  ; 
w i l l  a l s o .  b e  s e e n  t o  p r o v i d e  p h y s i c a l  i n s i g h t  i n t o  t h e  v e h i c l e  r e s p o n s e  p r o c e s s .  I n  ! 

o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  t h e  t e c h n i q u e  a f e w  m a t h e m a t i c a l  p r e l i m i n a r i e s  a r e  f i r s t  r e v i e w e d . l ;  
The  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  i n h o m o g e n e o u s  s y s t e m  ( 7 )  o v e r  t h e  i n t e r v a l  o f  f l i g h t  ( t o , t I i  
-is g i v e n  b y  f 

. , 

I w h e r e  I i s  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  If we s u p p o s e  t h a t  A ( t )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  as  a  sum . 
, . 

A ( t )  - a ( t )  + B ( t )  
- ,  . . 

( 1 0 )  

t h e n  i t '  c a n  b e  shown t h a t  
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I i n  w h i c h  t h e  f u n d a m e n t a l  n o r m a l  m a t r i c e s  s a t i s f y  . , 
I 

* d  t = a ( t ) +  a d  t - u ( t ) J t  I a n d  
+ ( t , , t , )  - I * ( t n , t n )  = I I 

' I n  p a r t i c u l a r ,  i f  a  - c o n s t ,  we h a v e  

+ ( t , t o )  - e x p ( t - t o ) a  ( 1 4 )  
( t - t O l 2  

$ ( t , t 0 )  = I + B ( t o )  ( t - t o )  + [ ~ ~ ( t ~ )  + B ( t o ) a  - a B ( t o )  + ; ( t o ) ]  + ..... 

! 
. 

0 

w ( t )  . = . 4 ( ' t , t o )  [ * ( t , t o ) - -  I1 Z ( t  + I * 0 0 t + ( t , t , ) t ~ - ~ ( ~ , t ~ )  - 11 $ - ~ ( T , ~ ~ ) W ( T ) ~ T .  I 
. w i t h  a  c o n s t a n t ,  Z ( t )  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  t h e  c o n s t a n t ,  c o e f f i c i e n t  s o l u t i o n  Z ( t )  o v e r  i 
j t h e  f l i g h t  i n t e r v a l  ( t o s t ) ,  a n d  w ( t )  a s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t  

. . .  ... s o l u t i o n  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t  a p p r o x i m a t i o n .  
. . . . .  

S u p p o s e  t l  t o  b e  a n y  p o i n t  o f  t h e  i n t e r v a l  ( t , , t ) .  Then  

- 

/ I n  v i e w  o f  (10-13) .  it f o l l o w s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  s t a t e  v e c t o r  Z ( t )  c a n  b e  
: e x p r e s s e d  as  * 

: i f  t h e  i n i e r v a l  ( t  , t )  i s  d i v i d e d  i n t o  many n u m b e r s  o f  s m a l l e ;  i n t e r v a l  .... ( t n , l , t ) ,  w e . g a v e  
, ..... . , .  , . 

, . ~ .  ~. . . . .  . . . . . .  . . . -, 
. . .  ~ . . . .  

~ .. . , 

1 

i 

t ) . . t  B 2 ( t 2 p t l )  H l ( t l s t o )  ' JI H a ( t , t o )  - H n ( t , t n - l )  H n - l ( t n , l ?  n-2 n  i - n  ...... . . . . . . .  . . - 
. . . . . . . . . . . .  . . . .  

. . . . , . . 
. . . . . . . . .  

. 
. . . . . .  

. : ; 
. . .  

. .~ ~ 

- , -  . . _ ,  .. . . 
.. .. 

. .~ .. 
. . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~  
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.. 
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. . Z ( t )  Z $ t )  + w ( t )  

~ * ( t )  = t o  + / 1 9 0  d r l  . . . 
- + 

( 1 5  I 

! S u p p o s e  t h e  s o l u t i o n  of  t h e  s y s t e m  ( 7 )  t o  b e  r e q u i r e d  o v e r  t h e  i n t e r v a l  o f  f l i g h t  
1 I f  a l l  p o i n t s  o f  t h e  i n t e r v a l  a r e  o r d i n a r y ,  i t  i s  t h e o r e t i c a l l y  p o s s i b l e  t o  ; ( t  , t ) .  
; o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  by u s e  of t h e  f u n d a m e n t a l  s e r i e s  r e l a t i v e  t o  t h e  i n i t i a l  p o i n t  t o  . 

. I l o w e v e r ,  f o r  p u r p o s e s  o f  ? r a c t i c a l  c o m p u t a t i o n ,  i t  i s  p r e f e r a b l e  t o  u s e  t h e  s e r i e s  
- i  r e l a t i v e  t o  t .  o n l y  u p  t o  some i n t e r m e d i a t e  p o i n t  of  t h e  r a n g e ,  s a y  t 1 , a n d  t o  c o n t i n u e  

1 t h e  s o l u t i o n  t h e r e a f t e r  by t h e  u s e  o f  s e r i e s  a p p r o p r i a t e  t o  t h e  p o i n t  t 1 o r  t o  some 
! o t h e r  p o i n t  o f  t h e  i n t e r v a l  ( t l , t ) .  : lore i f  n - 1  s u c c e s s i v e  intermediate 
1 g o i n t s  t l ,  t2 ,  .... tn,l a r e  t a k e n ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  b a s e  t h e  c o m p u t a t i o n  i n  a  t y p i c a l  
I 

s u b i n t e r v a l  o n  t h e  s e r i e s  r e l a t i v e  t o  a  s u i t a b l e  p o i n t  o f  t h a t  s u b i n t e r v a l .  T h e  s o l u t i  
1 c a n  b e  c a r r i e d  o v e r  f r o m  s u b i n t e r v a l  t o  s u b i n t e r v a l  b y  i d e n t i f i c a t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  
j c o n d i t i o n s  f o r  a n y  s u b i n t e r v a l  w i t h  t h e  end  c o n d i t i o n  f o r  t h e  p r e c e d i n g  s u b i n t e r v a l .  A 
I s o l u t i o n  o f  ( 7  v a l i d  i n  e a c h  s t e p ,  w i l l  b e  a s sumed  known i f  t i  d e n o t e s  some c h o s e n  
! p o i n t  o f  t h e  iib s u b i n t e r v a l  ( t i - , , t i ) ,  t h e n  t h e  s o l u t i o n  a p p r o p r i a t e  t o -  t h a t  s u b i n t e r -  
: v a l  may b e  s u p p o s e d  e x p r e s s e d  e l t  e r  a s  a  s e r i e s  o f  p o w e r s  o f  t - t i ,  o r  i n  t e r m s  o f  t h e  
i f u n d a m e n t a l  n o r m a l  m a t r i x ,  o r  i n  .any  o t h e r  c o n v e n i e n t  form., M o r e o v e r ,  i f  t i s  c h o s e n  
1 a t  t h e  i n i t i a l  p o i n t  ti-l, t h e  p r o c e d u r e  w i l l  b e  s i m p l i f i e d  c o n s i d e r a b l y .  h i t h  t i  = 

'. t t h e  s o l u t i o n  t o  b e  u s e d  i n  t h e  i t h  s u b i n t e r v a l  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  j i-1, 
~. t . r ~ . .  

& 

I On a p p l i c a t i o n  o f  ( 1 7 )  t o  t h e  n  a s s u m e d  s u b i n t e r v a l s ,  we g e t  t h e  s e q u e n c e  o f  r e l a t i o n s  I 
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I 1 

I 
, T h e r e f o r e ,  i t  f o l l o w s  t h a t  'n-1 

1 1 j  
z ( t )  - li H i Z ( t o )  + n Xi f '  n i1 ( t jm1  + ~ , t  ) u ( T + ~ , - ~ ) ~ T  

i - n  jxn i = n  j-1 
0 

j 
- t -t 

j 1-1 

I 
I f  w e  s u p p o s e  A ( t )  t o  b e  r e p r e s e n t e d  a s  a  sum i n  e a c h  s u b i n t e r v a l  

I n  o r d e r  . t o  a p p r e c i a t e  t h e  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  a b o v e  f o r m u l a e ,  c o n s i d e r  1 .: - .  

t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n ,  e q u a t i o n  ( 1 8 ) .  T h e  f i r s t  t e r m  i n  ( 1 8 )  s i m p l y  r e p r e s e n t s  t h e  I .  . 

s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  a t  t i m e  t d u e  t o  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  Upon e x p a n d i n g  t h e s u m m a t i o n ,  ' 
i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  f i r s t  t e r m  i n  t h e  sum r e p r e s e n t s  t h e  s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  a t  
t i m e  t d u e  t o  t h e  l o a d  a p p l i e d  i n  t h e  t i m e  i n t e r v a l  t - l - t ,  t h e  s e c o n d  t e r m  r e p r e s e n t s ~  
t h e  s t a t e  'of t h e  s y s t e m  a t  t i m e  t d u e  t o  t h e  l o a d  a p p y i e d  i n  t h e  i n t e r v a l  tn-2-ta-l I 

1 
: T h e n ,  a n a l o g o u s  t o  ( 1 5 ) ,  i t  f o l l o w s  

* 
Z ( t )  - Z ( t )  + w ( t )  ,. 

1' * ' + j t j l + ~ , t  ) U ( T  + t , - l ) d ~  

11-1 
' ' ( 1 9 )  

i - n  j - n  i - n  0 
, . 

1 1 j - 1 
' ~ ( t )  - n + i [ ~ i - ~ i ~  z ( t o )  + c n +i j T j ~ * i ~ i l ( t j - l + T ,  tji1~-1 I +  ( t j - l + ~ ;  -1 )  

i - n  j a n  i = n  o , . j .  j 1 
~ ~ . .. ~ 

. , 
. ~ 

u ( t j - l + ~ ) d . r  . . .  .. , 

l a n d  s o  f o r t h .  T h u s ,  t h e  "memory" c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  e x p l i c i t l y  demon- I 

. , 

.:.strat ed.,. - I . ~ . .. , . . . .  .. , -. ~~ ~. ~ .. ~ . , - 
. ..,- ,.- ~ . 2  ~,- .~L'--:~..:.:-. z:. ~. - .- , . . .- - . .. . .. - .' :- ;:.: : . - . . .. ~ 

- ..-. ~. .~ . ~ ~ . 
5 ~~. - ' . , - ,  

, 
. . *, m ,. 7 

. . . ..~ ~ ,~.  .. ~~. . . . . .. . .  . ... . . 
- .  . .  , ,  

. . - . . ,  -~-.. , : , -:;~.:::.... ::: - .: . - , . ,  _ .  . . . . .  .. ~ . ~~ 

. ~ 

~ . .  . - .- .- -~ . ~. . ~ ~ 

. . 
- . . ~ . ~ . ~ 2 . ~ ? , - . ; -  -~ ~ . .  ~. . ~ 

. ~ - 
-.. - - ~ 

~ ~ . ~ .  .~ ~. ~ 

~ 
- . 

- . - . ~.. . - - .  .. - - - - .~~ 1 ' .,.- .' ~ . - . -.: ... ; + :: - . . .~., . .~ - ~ ~. ...- ..._. _ l  _ -..._ .__i;-a- ---* . . .. . ~ . ~ . .  ____;-. ~ ~. -.~-rr_rl-;i_-.- -----.--.. - . . .~ 

I F o r m u l a e  ( 1 9 ) a f f o r d  u s  a  s i m p l e  method f o r  s t a b i l i t y  a n d  d y n a m i c  l o a d  e n v i r o n m e n t  
: s t u d i e s  of l a u n c h  v e h i c l e s  d u r i n g  a t m o s g h e r i c  f l i g h t .  A s  a f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  1 
t 
, s o l u t i o n  we now s u b s t i t u t e  f o r  e a c h  v a r i a b l e  e l e m e n t  . 4 ( t )  i n  t h e  t y p i c a l  s u b i n t e r v a l  : : '  i 
: t i - t  =T a n  a v e r a g e  v a l u e  t a k e n  o v e r  t h a t  s u b i n t e r v a l ,  a n d  d e t e r m i n e  t h e  f u n d a m e n t a l  ' -1. i 
: m a t r i x  H i ( t i , t i - l )  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  A c t )  h a v e  t h e s e  c o n s t a n t  I 
I { v a l u e s ,  t h a t  i s ,  i 

i k i ( t )  = a i r  x i ( t i ,  t i - l )  = + i ( t i . t i - l )  
I Then ,  s i n c e  a  i s  a  m a t r i x  o f  c o n s t a n t s  
I i 

i a  T 
4 i ( t i , t i - l )  - e i i ( 2 0 )  

I 
T h u s ,  th.e f i r s t  c o m p l e t e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  i s  

* 1 a ~  1 
z ( t )  = z (t) - iin e  % t o )  + c 3 II e  "iTi 

j = n  i - n  
I ' je-@jT U + t j  dT 
0 ( 2 1 )  

w h i c h  may b e  c a r r i e d  o u t  b y  S i m p s o n ' s  r u l e  o f  a n y  o t h e r  c o n v e n i e n t  s c h e m e .  T h e  i n d i v i d  
u a l  m a t r i c e s  may t h e m s e l v e s  b e  computed  e x a c t l y  by t h e  u s e  o f  S y l v e s t e r ' s  t h e o r e m  o r  a 

L 
c o n f l u e n t  f o r m  of S y l v e s t e r ' s  t h e o r e m .  I n  p r a c t i c e ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  r o o t s  a r e  known 
f r o m  p r i o r  s t a b i l i t y  s t u d i e s ,  s o  t h a t  t h i s  i s  a  s i m p l e  c o m p u t a t i o n  t o  p e r f o r m .  T h e  
i n t e g r a l  

f T  -(I. T 

' The c h o i c e  o f  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  f o r  t h e  e l e m e n t s  o f  A ( t )  i n  a n y  s u b i n t e r v a l  i s  p r o v i d -  ' e d  w i t h  good a c c u r a c y  by t h e  a r i t h m e t i c  mean 

i ( j k )  ( T + t i - l ) d T  

.\ .- 

- 
A s  a  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s o l u t i o n ,  v e  now a s s u m e  

n , ( t )  - a ,  + ~ ~ ( t )  

I ' o ( ~ + t ~ - ~ ) d r  
0 

may b e  e v a l u a t e d  b y  a n y  c o n v e n i e n t  i n t e g r a t i o n  s c h e m e ,  t h e  c h o i c e ,  o f  c o u r s e ,  b e i n g  

I d i c t a t e d  b y  t h e  b e h a v i o r  of  w ( ~ + t '  
- 1 ) .  

~. . . . ,  
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' i n  t h e  e l e m e n t s  o f  Bi a r e  s u p p o s e d  s m a l l ,  I n  p r a c t i c e ,  t h e  a s s u m p t i o n  i s  u s u a l l y  

\Se s u p p o s e  -1. t o  b e  e x p a n d a b l e  i n  s e r i e s  i '  

I 
H e n c e ,  t h e  s e c o n d  c o m p l e t e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  i s  I 

x Z ( t )  = Z * ( t )  + B ( t )  
' i n  w h i c h  Z (t) i s  ~ i v e n  b v  (21). a n d  I . l ( t )  b y  ( 1 9 )  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  ( 2 0 ,  22) f o r  i 
I 

- : qi.  An; ; e a s o n a b l e  v i r i a t i i n  i n  (4 i i s  h c c e p t a b l e .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  
c o e f f i c i e n t s  v a r y  l i n e a r l y  w i t h i n  t h e  t y p i c a l  s u b i n t e r v a l  ( t i , t i - l ) ,  we h a v e  A ( t  +T) 

I f i-1 

I 
' 1 n  many a p p l i c a t i o n s ,  ( S a t u r n )  i t  i s  n o r  n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  t h e  s e c o n d  a p p r o x i r n a t i o p  
I t o  t h e  s o l u t i o n  i f  t h e  s u b i n t e r v a l s  a r e  k e p t  w i t h i n  f i v e  t o  t e n  s e c o n d s  d u r i n g  t h e  f i r s  
I 
, f i f t y  t o  s i x t y  s e c o n d s  of  f l i g h t  a n d  two t o  t h r e e  s e c o n d s  d u r i n g  t h e  r e g i o n  o f  maximum 
d v n a m i c  p r e s s u r e .  - .--~..*---L---. - .  . ~ ~ .  . . ... . . .- . . : . . .  - .  , , . .  . . . . . . . . .  
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\ .  i h P P L I C A T f O N  TO A  S A T U R N  V L A U N C H  VEBICLE i 
I 
I 

i To i l l u s t r a t e  t h e  a b o v e . t h e o r y ,  c o n s i d e r  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  S a t u r n  < l a u n c h  v e h i c l e  
t o  s c a l a r  w ind  d i s t u r b a n c e s ,  a s  shown i n  F i g u r e s  1 a n d  2.  F o r  s i m p l i c i t y ,  a s s u m e  t h e  

1 
v e h i c l e  t o  b e  a  r i g i d  body  s u b j e c t  t o  t h e  a s s u m p t i o n s  s t a t e d  i n  R e f e r e n c e  ( 2 )  . T h e  

I e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  
I 

( R i g i d  body t r a n s l a t i o n  1 
( R i g i d  body  r o t a t i o n )  

( A n g l e  o f  A t t a c k )  ( 2 4 9  
I 

I 6 = a0 9 + a l i  + b o y  ( C o n t r o l  l a w )  1 
i . ? 

M ( x , t )  - > f y ( x ) y ( t )  + M b ( x ) G ( t )  ( R t g i d  b o d y  b e n d i n g  moment)  1 
. 

l i n  w h i c h  K 1 ,  K2, . . . . . a r e  known f u n c t i o n s  o f  t i m e .  I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  t h e  f i r s t  
! f o u r  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  s t a t e  v a r i a b l e  f o r m  by i n t r o d u c i n g  
I 

= Y l  . . . 
., . 

I 

Y - 7 2  
. . 

, a n d  i n c o r p o r a t i n g  ( 2 4 3 )  a n d  ( ~ 4 ~ )  i n  f o r m u l a e  (241') and  ( 2 4 2 ) .  T h u s ,  we h a v e  i 
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1 
/Noreove r ,  i t " i s  s e e n  t h a t  

-7 - 

I 
i 
i ~ ( t )  - ~ ( t )  Z ( t )  + o * ( t )  ( 2 6 )  
j 
1 i n  w h i c h  

, U{t )  =[:I , u * ( t )  = I 
i M 

. . 

I 
N o t e  t h a t  t h e  s u b s i d i a r y  s y s t e m  U may b e  s o l v e d  d i r e c t l y  f o r  t h e  d e s i r e d  q u a n t i t i e s  o n c e  
t h e  s t a t e  v e c t o r  Z i s  d e f i n e d .  

F o r  t h i s  e x a m p l e ,  t h e  w i n d  d i s t u r b a n c e  i s  d e f i n e d  b y  t h e  s c a l a r  w i n d  p r o f i l e  
F l l u s t r a t e d  i n F i g u r e  2. The wind  p r o f i l e  r e p r e s e n t s  a  9 5 %  ( w o r s t  m o n t h )  q u a s i - s t e a d y  
wind  w i t h  a  9 9 %  wind b u i l d - u p  r a t e .  A d i s c r e t e  g u s t  may b e  s e e n  s u p e r i m p o s e d  o n  t h e  

p r o f i l e .  Wi th  t h e  wind  d i s t u r b a n c e  now d e f i n e d  a n d  A ( t )  k n o r ~ n ,  t h e  s y s t e m  r e s p o n s e  i a  
d e f i n e d  by s u b s t i t u t i n g  ( 2 5 )  i n t o  ( 2 3 )  a n d  t h e n  ( 2 2 )  i n t o  ( 1 9 ) .  S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  
Z v e c t 0 . r  t h u s  o b t a i n e d  i n t o  t h e  a u x i l i a r y  s y s t e m  ( 2 6 )  c o m p l e t e s  o u r  s o l u t i o n  f o r  t h e  
' v ' e h i c l e  s t a t e  v a r i a b l e s .  
I 
I The a b o v e  c a l c u l a t i o n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  on a  d i g i t a l  c o m p u t e r  f o r  t h e  f i r s t  8 0  
! s e c o n d s  of  v e h i c l e  f l i g h t .  The c o m p u t a t i o n  was p e r f o r m e d  i n  f i v e  s e c o n d  i n t e r v a l s  up 
i : t o  60  s e c o n d s  f l i g h t  t i m e  a n d  two s e c o n d  i n t e r v a l s  t h e r e a f t e r .  F i g u r g  3-7  i l l u s t r a t e  
: t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d .  A c o m p a r i s o n  o f  t h e s e  r e s u l t s  w i t h  c o m p r e h e n s i v e  a n a l y s e s  p e r -  
i f o r m e d  a t  PlSFC i n d i c a t e s  e x c e l l e n t  a g r e e m e n t .  T h i s  i s  a  n o t a b l e  f a c t  when c o n s i d e r i n g  
: 
i 

r e l a t i v e  c o m p u t a t i o n  t i n e s  r e q u i r e d .  I t  i s  a l s o  n o t a b l e  t h a t ,  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  v e h i c  
' m o d e l  and  wind  u s e d  i n  t h e  e x a m p l e ,  t h e  s o l u t i o n  p r o c e s s  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  o v e r  1 5  t o  
i 

20 s e c o n d  t i m e  i n t e r v a l s  and  p o s s i b l y  l a r e e r ,  up t o  a p p r o x i m a t e l y  60 s e c o n d s  o f  f l i g h t  
i t w i t h  n e g l i g i b l e  l o s s  i n  a c c u r a c y .  ! 
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1 
I Under  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  e x a c t  r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n  f o r  
l a  l a u n c h  v e h i c l e ,  t h e  s y s t e m  of  c o m p l e t e  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  d e r i v e d .  
i I ; T h e s e  e q u a t i o n s  w e r e  shown t o  d e s c r i b e  t h e  d e v i a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c  s t a t e  of  t h e  v e h i c l e  
! f r o m  t h e  s t a t e  d e s c r i b e d  by t h e  r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n .  P r o v i s i o n  was made f o r  l i t h e  f a c t  t h a t  t h e  t r a j e c t o r y  e q u a t i o n s  may n o t  i n c l u d e  a l l  r e l e v a n t  t e r m s  when c o n s i d e r -  ' e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i i h  a  more c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  v e h i c l e ' s  d y n a m i c  s t a t e .  ~ h e i  

i c o m p l e t e  e q u a t i o n s  of  d e v i a n t  m o t i o n  w e r e  e x p a n d e d  a b o u t  t h e  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n ,  a n d  
' t h e  l i n e a r i z e d .  e q u a t i o n s  o f  d e v i a n t  m o t i o n  w e r e  o b t a i n e d .  T h e s e  e q u a t i o n s  w e r e  shown t 6  

I , h a v e  v a r i a b l e c o e f f i c i e n t s .  ? l o r e o v e r ,  t h e  dynamic  l o a d  e n v i r o n m e n t  o f  t h e  l a u n c h  v e h i c l f  
! w a s  s e e n  t o  b e  c o m p r i s e d  of t h a t  r e s u l t i n e  f r o m  t h e  r e f e r e n c e  t r a j e c t o r y  s o l u t i o n  a n d  
' t h a t  s t emming  f r o m  t h e  s o l u t i o n  of t h e  l o c a l  d e v i a n t  m o t i o n .  
I I n  o r d e r  t o  v a l i d a t e  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e ,  a n  i m p o r t a n t  q u e s t i o n  was p o s e d :  u n d e r  
/ w h a t  c o n d i t i o n s  d o  t h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  o f  d e v i a n t  m o t i o n  a n d  t h e  c o m p l e t e  n o n l i n e a :  
i e q u a t i o n s  o f  d e v i a n t  m o t i o n  e x h i b i t  t h e  same b e h a v i o r .  T h i s  q u e s t i o n  h a s  b e e n  r e s o l v e d  
' i n  p a r t  b y  t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  of  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
I A n  a l g o r i t h m  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s m a l l  d e v i a n t  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
' w a s  d e r i v e d .  T h e  r e s u l t i n g  f o r m  o f  s o l u t i o n  was s h o w n , t o  b e  v e r y  e f f i c i e n t  f o r  d i g i t a l  
' c o m p u t a t i o n  a n d  e x h i b i t e d  d e s i r a b l e  f ' e a t u r e s  of p r e s e n t  d i g i t a l  a n d  a n a l o g  m e t h o d s .  T h ?  
' a p p r o a c h  was l e s s  t i m e  c o n s u m i n g  t h a n  d i r e c t  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  a n d  c o u l d  b e  u s e d  fo! 
I p a r a m e t r i c  e v a l u a t i o n  o f  a  g i v e n  t i m e  r e g i m e  w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h e  e n t i r e  f l i g h t  t i m b  
i h i s t o r y .  The  f o r m  of t h e  s o l u t i o n  was shown t o  g i v e  p h y s i c a l  i n s i g h t . i n t o  v e h i c l e  r e s p o n s e  
' p r o c e s s  n o t  r e a d i l y  o b t a i n a b l e  f r o m  o t h e r  m e t h o d s .  
i 
J A p p l i c a t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  t o  a  yaw p l a n e ,  S a t u r n  V v e h i c l e  was i l l u s t r a t e d .  
! v e h i c l e  m o d e l  a n a l y z e d  17as a  s i m p l e  r i e i d  b o d y  s y s t e n .  However ,  t h e  m e t h o d  u s e d  i s  
' a p p l i c a b l e  t o  s y s t e m s  of  a r b i t r a r y  o r d e r .  T h e r e f o r e ,  n o  i n t r i n s i c  d i f f i c u l t i e s  a r e  
i i n v o l v e d  i n  e x t e n d i n g  t h e  m o d e l  t o  i n c l u d e  more  d e g r e e s  o f  f r e @ d o m .  
1 
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